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دبیردرسزمان

شماره آزمونمبحث

گزینه 1 1

، حد مخرج کسر به صفر میل می‌کند و جواب حد برابر با  است، کسر باید ابهام  بدهد؛ یعنی چون وقتی 

صورت کسر نیز در  برابر با صفر شود:

پس داریم:

با استفاده از فرمول مشتق  داریم:

x → ۱​

۲
۱

​
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آکادمی فدویریاضی 433 دقیقه
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گزینه 1 2

f −۱ =( ) −۴

f −۱ =′ ( ) ​ ​ =
x→−۱
lim

x + ۱
f x − f −۱( ) ( )

​ ​

x→−۱
lim

x + ۱
x − ۳ − −۴۳ ( )

= ​ ​ =
x→−۱
lim

x + ۱
x + ۱۳

​ ​ =
x→−۱
lim

x + ۱
x + ۱ x − x + ۱( ) ( ۲ )

−۱ −( )۲ −۱ +( ) ۱ = ۳

⇒ x = −۱ معادلۀ خط مماس در : y + ۴ = ۳ x + ۱ ⇒( ) y = ۳x − ۱

⇒ مساحت سطح هاشورخورده = ​ ۱ ( ​) =
۲
۱

( )
۳
۱

​

۶
۱

گزینه 2 3

ff تابعی خطی است. آن را به‌صورت  فرض می‌کنیم. (x) = ax + b

f (x)f (x) +۲ ′ f (۲x) = ۸x −۲ ۳۶x + ۴۵

⇒ (ax + b) (a) +۲ ۲ax + b = ۸x −۲ ۳۶x + ۴۵

⇒ a x +۳ ۲ (۲a b +۲ ۲a)x + ab +۲ b = ۸x −۲ ۳۶x + ۴۵ ⇒ ​ ​ ​

⎩⎪
⎨
⎪⎧a = ۸ ⇒ a = ۲۳

۲a b + ۲a = −۳۶۲

ab + b = ۴۵۲

⇒ a = ۲ ⇒ b = −۵ ⇒ f(x) = ۲x − ۵ ⇒ f(−۱) = −۷

گزینه 1 4

، پس: f)می‌دانیم  (u)) =n ′ nf (u) ×n−۱ u f (u)′ ′

g (x) =′ ۳f (x)f (x) −۲ ′
​

f (x)۴
۲xf (x )f (x) − ۲f (x)f (x)f(x )′ ۲ ۲ ′ ۲

x=۱ ۳(−۱) (۲) −۲
​ =

(−۱)۴
۲(۲)(−۱) − ۲(−۱)(۲)(−۱)۲

۶ − (۴ − ۴) = ۶
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گزینه 1 5

درنتیجه  در a مشتق‌پذیر نیست، پس عامل صفرکننده نباید بیرون رادیکال باشد، پس: 

: برای تعیین عدد n، چون f در a فاقد مشتق است، باید  یعنی یا  یا 

پس  درست است و  برابر با 1 است.

نکتۀ 1: نمودار تابع  به‌صورت زیر است:

نکتۀ 2: نمودار تابع  به‌صورت زیر است:

​ =
x→a
lim

x − a
f x − f a( ) ( )

+∞ ⇒ f a ⇒′ ( ) +∞

fm = ۰
n < ۳n = ۱n = ۲

n = ۱ ⇒ f x =( ) ​ ⇒۳ (x − a) f (a) =′
​ ​ =

x→a
lim

x − a
​ − ۰۳ x − a

​ ​ =
x→a
lim

​

۳ (x − a)۲

۱
+∞

n = ۲ ⇒ f x =( ) ​

۳ (x − a)۲

⇒ f (a) =′
​ ​ =

x→a
lim

x − a

​ − ۰۳ (x − a)۲

​ ​ ​

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧

​ ​ = +∞
x→a+
lim

​

۳ x − a
۱

​ ​ = −∞
x→a−
lim

​

۳ x − a
۱

n = ۱m + n

f x =( ) ۳ x − a

f x =( ) ۳ (x − a)۲
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گزینه 2 6

می‌دانیم آهنگ متوسط تغییر یک تابع را در بازه‌ای مانند  به شکل زیر تعریف می‌کنیم:

پس برای 1 سال و نیم ابتدایی داریم:

همچنین آهنگ لحظه‌ای تغییر در نقطۀ  برابر با  است؛ پس داریم:

a, a + h[ ]

​

h
f a + h − f a( ) ( )

​ =
۱۸

f ۱۸ − f ۰( ) ( )
​ =

۱۸
۷ ​ + ۵۰ − ۷ ​ − ۵۰۱۸ ۰

​ =
۱۸

۷ ​۱۸
​

۶
۷ ​۲

x = af a′ ( )

f ۹ = ​ = ​

′ ( )
۲ ​۹

۷
۶
۷

⇒ ​ = ​

​

۶
۷ ​۲

​

۶
۷

۲
​۲

گزینه 3 7

حال چون  ریشۀ عبارت  است، برای مشتق این تابع در  کافی است از عبارت  مشتق

بگیریم. بنابراین داریم:

(f (x)g(x)) =′ f (x)g(x) +′ f (x)g (x) ⇒′ f (x)g(x) =′ (f (x)g(x)) −′ f (x)g (x)′

f( ​ )=۰۴
۱

f ( ​)g( ​) =′

۴
۱

۴
۱

(f (x)g(x)) ​ ​

′

∣
∣
∣
x= ​۴

۱

⇒ f(x)g(x) = ​ ×
(۲ − ​)x ۲

۴x − ۱
(x − ۴) =۲

​ ×
(۲ − ​)x ۲

۴x − ۱
(۲ − ​) (۲ + ​) =x ۲ x ۲ (۴x − ۱)(۲ + ​)x ۲

x = ​

۴
۱

۴x − ۱x = ​

۴
۱

(۴x − ۱)

(f (x)g(x)) ​ ​ =′

∣
∣
∣
x= ​۴

۱ ۴(۲ + ​) =​

۴
۱ ۲ ۴( ​) =

۴
۲۵

۲۵

گزینه 2 8

، یک سهمی با رأس  است که دهانۀ آن روبه پایین باز می‌شود. بنابراین بیشترین شیب خطوط تابع مشتق تابع 

، بیشترین مقدار سهمی یعنی عرض رأس آن است. مماس بر نمودار 

f (x) =′ −۲x +۲ ۴x − ۱ = −۲(x − ۱) +۲ ۱

f(۱ , ۱)
f
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گزینه 3 9

 را از روی خط داده‌شده می‌یابیم:

 هم شیب خط داده‌شده یعنی  است، پس:

y =′
​ ​

f x۲ ( )
۲xf x − f x (x + ۱)( ) ′ ( ) ۲

x=۱
y =′

​

f ۱۲ ( )
۲f ۱ − ۲f ۱( ) ′ ( )

f ۱( )

معادلۀ خط : y = − ​x +
۳
۲

۴ ​

x=۱
y = − ​ +

۳
۲

۴ = ​ =
۳
۱۰

f ۱( )

f ۱′ ( )− ​

۳
۲

​ =
f ۱۲ ( )

۲f ۱ − ۲f ۱( ) ′ ( )
​ =

​

۹
۱۰۰
​ + ​

۳
۲۰

۳
۴

​ =
​

۹
۱۰۰
۸

​

۱۰۰
۷۲

گزینه 3 10

نکته: با داشتن رأس تابع درجه دوم و یک نقطۀ آن، معادلۀ درجۀ دوم به فرم  نوشته می‌شود که

 رأس تابع است.

y = a(x − α) +۲ β
S(α,β)

y = a(x + ۱) +۲ ۲ ​

A(۰,۳)∈f ۳ = a(۰ + ۱) +۲ ۲ ⇒ a = ۱ ⇒ f(x) = (x + ۱) +۲ ۲

f (x) =′ ۲(x + ۱) ⇒ f (x) =′′ ۲ ⇒ ​ ​ ⇒{
f (−۳) = −۴′

f (۲) = ۲′′ ​ =
f (−۳)′

f (۲)′′

− ​

۲
۱

گزینه 3 11

اگر از تابع مشتق بگیریم و زمانی که سرعت لحظه‌ای برابر با صفر است را به دست آوریم، داریم:

در لحظۀ  جسم به بالاترین ارتفاع خود می‌رسد و سرعت آن برابر با صفر می‌شود. در هر بازه‌ای به‌صورت

 سرعت متوسط برابر با صفر است. مرکز تمام بازه‌های 1، 2 و 4 برابر با 4 هستند؛ پس گزینۀ 3 صحیح

است.

h (t) =′ −۱۰t + ۴۰ = ۰ ⇒ t = ۴

t = ۴
۴ − h, ۴ + h[ ]
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گزینه 2 12

ابتدا آهنگ متوسط رشد تابع  را در بازۀ  محاسبه می‌کنیم:

آهنگ لحظه‌ای رشد برابر است با:

f۰, ۶۰[ ]

​ =
۶۰ − ۰

f ۶۰ − f ۰( ) ( )
​ =

۶۰
۷ ​ + ۵۰ − ۵۰۶۰

​

۶۰
۷ ​۶۰

f x =′ ( ) ​

۲ ​x
۷

⇒ ​ =
۲ ​x

​۷
​ ⇒

۶۰
​ ​۷ ۶۰

۲ ​ =x ​ ⇒۶۰ ۴x = ۶۰ ⇒ x = ۱۵

گزینه 1 13

برای یافتن سرعت لحظه‌ای از تابع مشتق‌ می‌گیریم:

بیشترین مقدار تابع حاصل در  رخ می‌دهد و مقدار آن 20 است؛ پس گزینۀ 1 صحیح است.

d t =′ ( ) −۱۰t + ۲۰

t = ۰

گزینه 3 14

f (x) =′
​

(۱ + f (x))′ ۲
f (x)(۱ + f (x)) − f (x)f (x)′′ ′ ′′ ′

= ​ ⇒
(۱ + f (x))′ ۲

f (x)′′

f (x) =′′ f (x)(۱ + f (x)) ⇒′ ′ ۲ f (۰) =′′ ۱(۱ + ۱) =۲ ۴

گزینه 4 15

(hog) (۱) =′ g (۱).h (g(۱))′ ′

g (x) =′ nx f (x ) , h (x) =n−۱ ′ n ′ nf (x).f (x)n−۱ ′

g (۱) =′ nf (۱) , g(۱) =′ f (۱) = ۱ ⇒ h (۱) =′ nf (۱)′

⇒ (hog) (۱) =′ nf (۱) ×′ nf (۱) =′ n (f (۱))۲ ′ ۲



7لرنیتو 1400 /12

گزینه 4 16

ابتدا باید از قدر مطلق رها شویم: 

در عبارت فوق تغییر متغیر  را اعمال می‌کنیم. بدیهی است چون  و  داریم:  و

درنتیجه:

حاصل عبارت به قرینۀ مشتق راست تابع  در نقطۀ  رسید. اما باتوجه‌به اینکه  و

، می‌توان دریافت که تابع  در نقطۀ  از سمت راست پیوسته نیست و لذا

در این نقطه مشتق راست وجود ندارد. بنابراین گزینۀ "4" صحیح است.

(h → ۰ ⇒− ∣h∣ = −h)

​ =
h→۰−
lim

h
f(۲ + ∣h∣) − f(۲)

​ ​

h→۰−
lim

h
f(۲ − h) − f(۲)

−h = th → ۰−−h = tt → ۰+

​ =
h→۰−
lim

h
f(۲ − h) − f(۲)

​ ​

t→۰+
lim

−t
f(۲ + t) − f(۲)

= − ​ ​ =
t→۰+
lim

t
f(۲ + t) − f(۲)

−f ​(۲)′
+

f (x)x = ۲f (۲) = ۲(۲) + ۶ = ۱۰
​ f (x) =

x→۲+
lim ۳(۲) −۲ ۲(۲) = ۸fx = ۲

گزینه 1 17

نقطۀ توخالی )سوراخ( ریشۀ صورت و مخرج است.

​ ​ ⇒
f ۳ = ۰ ⇒ ۹ + ۳a + b = ۰( )

A ۲, ۰ ∈ تابع ⇒ ۴ + ۲a + b = ۰( ) } a = −۵ , b = ۶

f x =( ) ​ =
x − ۲x − ۳۲
x − ۵x + ۶۲

​ =
x + ۱ x − ۳( ) ( )
x − ۲ x − ۳( ) ( )

​ ⇒
x + ۱
x − ۲

f x =′ ( ) ​

x + ۱( )۲
۳

f x =′′ ( ) ​ ⇒
x + ۱( )۳

−۶
f −۳ =′′ ( ) ​ =

−۲( )۳
−۶

​

۴
۳

گزینه 1 18

x = ۱ در  f شیب خط مماس بر نمودار : m = f (۱)′

f (x) =′
​ ⇒

(۲x + x − ۱)۲ ۲
(۲x + x − ۱) − x(۴x + ۱)۲

f (۱) =′ − ​

۴
۳

⇒ ​ ​ ​ ⇒
⎩⎪
⎨
⎪⎧m = − ​

۴
۳

f (۱) = ​

۲
۱ x = ۱ معادلۀ خط مماس در : y = − ​x +

۴
۳

​

۴
۵

⇒ عرض از مبدأ خط = ​

۴
۵
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گزینه 1 19

همیشه یادتان باشد که اول تکلیف قدر مطلق و جزء صحیح را باید مشخص کنید.

​ =
x→۱−
lim

x − ​x
− x − x −۱( ۲ ) ( )

​ ​ =
x→۱−
lim

x − ​x
x − x۲

​ ​

۰
۰ H OP

​ ​ =
x→۱−
lim

۱ − ​

۲ ​x
۱

۲x − ۱
​ =

​

۲
۱
۱

۲

گزینه 2 20

نقطۀ تماس نقطۀ  است، چون  است. حال مشتق )شیب خط مماس بر تابع( را در 

می‌یابیم:

حال معادلۀ خط مماس را با شیب و نقطۀ تماس روی آن می‌نویسیم:

(۴, ۲)f (x) = ​ =۴ ۲x = ۴

f (۴) = ​ ​ = ​ ​

′
x→۴
lim

x − ۴
f (x) − f(۴)

x→۴
lim

x − ۴
​ − ۲x

= ​ ​ = ​

x→۴
lim

​( ​ + ۲)( ​ − ۲)x x
​

​ − ۲x
۴
۱

y − ۲ = ​(x −
۴
۱

۴) ​

y=۰
−۲ = ​(x −

۴
۱

۴) ⇒ −۸ = x − ۴ ⇒ x = −۴

گزینه 4 21

fباتوجه‌به تساوی داده‌شده، معلوم است که  باید از درجه دوم باشد؛ پس تابع f درجۀ سوم است: (x)′

f (x) = ax + bx + cx + d۳ ۲

f (x) = ۳ax + ۲bx + c′ ۲

f (x) = ۶ax + ۲b′′

f (x) − ۲f (x) = ۳x − ۱۸x − ۳′ ′′ ۲

⇒ ۳ax + ۲bx + c − ۲(۶ax + ۲b) = ۳x − ۱۸x − ۳۲ ۲

⇒ ۳ax +۲ (۲b − ۱۲a)x + c − ۲b = ۳x −۲ ۱۸x − ۳

⇒ ​ ​{
۳a = ۳ ⇒ a = ۱
۲b − ۱۲a = −۱۸ ⇒ b = −۳

f (x) =′′ ۶ax + ۲b = ۶x − ۶ ⇒ f (۰) =′′ −۶
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گزینه 1 22

f (x +۲ ۳) + ۶f (x +۳ ۳) = ۲x +۲ x − ۹ ​

x=۰
f (۳) +۲ ۶(f (۳)) = −۹

⇒ f (۳) +۲ ۶f (۳) + ۹ = ۰ ⇒ (f(۳) + ۳) =۲ ۰ ⇒ f(۳) = −۳

f (x +۲ ۳) + ۶f (x +۳ ۳) = ۲x +۲ x − ۹

مشتق ۲f (x +′ ۳)f (x + ۳) + ۱۸x f (x +۲ ′ ۳ ۳) = ۴x + ۱

x=۰ ۲f (۳)f (۳) =′ ۱ ​

f(۳)=−۳
f (۳) =′ − ​

۶
۱

گزینه 1 23

xاگر طرفین تساوی داده‌شده را در  ضرب کنیم، داریم: − ۱

x − ۱ f x = (x − ۱)(x + x + ۱)(x + ۱)(x + ۱)( ) ( ) ۲ ۳ ۶

= (x − ۱)(x + ۱)(x + ۱) = (x − ۱)(x + ۱) = x − ۱۳ ۳ ۶ ۶ ۶ ۱۲

⇒ (x − ۱)f (x) = x − ۱ ​ f (x) + (x − ۱)f (x) = ۱۲x۱۲ مشتق می‌گیریم ′ ۱۱

​ f (۲) + f (۲) = ۱۲ × ۲x=۲ ′ ۱۱

گزینه 1 24

، پس: f)می‌دانیم  (u)) =n ′ nf (u) ×n−۱ u f (u)′ ′

h (x) =′ ۶f (g (x)) ×۲ ۴ ۴g (x)g (x) ×۳ ′ f (g (x))′ ۴

⇒ h (۰) =′ ۶f ( ​) ×۲

۱

​g (۰)۴ ۴g (۰)g (۰) ×۳ ′ f ( ​) =′

۱

​g (۰)۴ ۶(۱) ×۲ ۴(۱)(۲) × ۲ = ۹۶
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گزینه 2 25

پس: 

حالا مقدار  را حساب می‌کنیم:

( ​)(a) =
g
f

۲ ⇒ f(a) = ۲g(a) (∗)

(f + ۲g) (a) =′ ۸ ⇒ f (a) +′ ۲g (a) =′ ۸ (∗∗)

(fg) (a) =′ ۱۶ ⇒ f (a)g(a) +′ f (a)g (a) =′ ۱۶

(∗)
f (a)g(a) +′ ۲g(a)g (a) =′ ۱۶

g(a) فاکتور از 
g(a)(f (a) +′ ۲g (a)) =′ ۱۶

(∗∗)
g(a) × (۸) = ۱۶ ⇒ g(a) = ۲

f (a) = ۲ × ۲ = ۴
(f + g)(a)

(f + g)(a) = f(a) + g(a) = ۴ + ۲ = ۶

گزینه 1 26

تابع f در نقاطی مماس موازی محور طول‌ها )مماس افقی( دارد که در آن‌ها شیب مماس بر منحنی برابر با صفر باشد؛

پس قرار می‌دهیم:

f x =′ ( ) ۰ ⇒ ۳ax +۲ ۲bx + c = ۰ ​ ​ ⇒{
x = ۱ ⇒ ۳a + ۲b + c = ۰
x = ۵ ⇒ ۷۵a + ۱۰b + c = ۰ ۷۲a + ۸b = ۰ ⇒ b = −۹a

f ۱ =( ) ۳ ⇒ a + b + c + ​ =
۳
۲

۳ ⇒ a + b + c = ​ ۱
۳
۷

( )

f ۵ =( ) − ​ ⇒
۳
۲۳

۱۲۵a + ۲۵b + ۵c + ​ =
۳
۲

− ​

۳
۲۳

⇒ ۱۲۵a + ۲۵b + ۵c = − ​ ⇒
۳
۲۵

۲۵a + ۵b + c = − ​ ۲
۳
۵

( )

۲ , ۱ ⇒( ) ( ) ۲۴a + ۴b = −۴ ⇒ ​ ​ ⇒{
۶a + b = −۱
b = −۹a a = ​ , b =

۳
۱

−۳ , c = ۵
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تابع f در بازۀ  مشتق‌پذیر است، پس در بازۀ  مشتق‌پذیر و در  از چپ مشتق‌پذیر است. چون قرار

است f در  مشتق‌پذیر نباشد، پس باید دنبال تابعی باشیم که دو شرط زیر را داشته باشد:

شرط )1(: در بازۀ  مشتق‌پذیر باشد.

، مشتق چپ داشته باشد و این مقدار با مشتق راست برابر نباشد یا مشتق راست موجود نباشد. شرط )2(: در 

همۀ گزینه‌ها را بررسی می‌کنیم:

(−۱, ۰](−۱, ۰)x = ۰
x = ۰

(−۱, ۰)
x = ۰

۱ گزینۀ : f (x) = ​ ⇒۳ x f (x) =′
​ ⇒

۳ ​

۳ x۲

۱
مشتق چپ و راست ندارد. x = ۰ در ⇒  را ندارد. (۲) شرط  ×

گزینۀ۲ : f (x) = x∣x∣ ⇒ f (۰) =′
​ ​ =

x→۰
lim

x − ۰
x∣x∣ − ۰

​∣x∣ =
x→۰
lim ۰ ⇒ را ندارد (۲) شرط  ×

۳ گزینۀ : f (x) = [−x]

⇒ ​ ​ ​

⎩⎪⎪
⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎪⎪
مشتق‌پذیر است⎧ (−۱, ۰) در بازۀ ⇒  را دارد (۱) شرط  ✓

​ ​ ⇒ را دارد (۲) شرط ✓
f ​(۰) = ​ ​ = ​ = −∞′

+
x→۰+
lim

x − ۰
[−x] − ۰

۰+

−۱

f ​(۰) = ​ ​ = ​ = ۰′
−

x→۰−
lim

x − ۰
[−x] − ۰

۰−

۰ ⎭⎪
⎬
⎪⎫

۴ گزینۀ : f (x) = −[x] ⇒ f ​(۰) =′
− ​ ​ =

x→۰−
lim

x − ۰
−[x] − ۰

​ =
۰−

۱
−∞ ⇒  را ندارد.  (۲) شرط  ×

گزینه 1 28

، اگر  باشد، آنگاه  . نکتۀ 1: در تابع هموگرافیک 

نکتۀ 2:  و 

باتوجه‌به نکتۀ 1، چون در تابع f،  است؛ پس  همان f می‌شود.

درنتیجه:

پس مشتق  برابر است با:

f (x) = ​

cx + d
ax + b

a + d = ۰f =−۱ f

(fof )(x) =−۱ x(f of)(x) =−۱ x

a + d = ۰f −۱

(fof)(x) = (fof )(x) =−۱ x

fof

(fof)(x) = x ⇒ (fof) (x) =′ ۱
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f)می‌دانیم  در اینجا: (u)) =n ′ nf u .u f un−۱ ( ) ′ ′ ( )

(f (g(h(x)))) = ۲f (g(h(x)))(g(h(x))) .f (g(h(x)))۲ ′ ′ ′

​ ۲f (g(h(۱))).h (۱).g (h(۱)).f (g(h(۱))) = ۲f (g(۱)) × ۲ × g (۱) × f (g(۱))x=۱ ′ ′ ′ ′ ′

= ۲f (۲) × ۲ × ۲ × f (۲) = ۸ × ​ × −۱ = ​

′

۳
−۱

۳
۸
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حد موردنظر همان تعریف مشتق تابع  در نقطۀ  است.

ابتدا سعی می‌کنیم نقطه‌ای به طول  را در نمودار تابع  شناسایی کنیم.

خط واصل بین نقاط  و  را روی نمودار ببینید. معادلۀ این خط را می‌نویسیم:

ها نقطۀ  است. پس  ریشۀ واضح است که محل تلاقی این خط با محور 

، تابع  عامل صفرشونده محسوب می‌شود و طبق نکتۀ عامل تابع  بوده و درواقع در محاسبۀ  در 

صفرشونده، برای محاسبۀ  کافی است  را حساب کنیم.

 از روی نمودار  یعنی شیب خط مماس بر منحنی  در  که باتوجه‌به شکل برابر است با:

اما در مورد مقدار تابع  در  مواظب باشید! تابع  در  ناپیوسته و لذا مشتق‌ناپذیر است و نکتۀ عامل

. صفرشونده به‌صورت  درمی‌آید، پس ملاک حد تابع  در  است که برابر با  می‌باشد نه 

پس:

f × gx = ۲
۲g

( ​ , ​)
۲
۱

۲
۳

(۰ , ۲)

y − ۲ = ​(x −
۰ − ​

۲
۱

۲ − ​

۲
۳

۰) ⇒ y = −x + ۲

x(۲ , ۰)x = ۲
g(f × g)′x = ۲g

(f × g) (۲)′f (۲) × g (۲)′

g (۲)′ggx = ۲
tan ۶۰ =∘ ۳

fx = ۲fx = ۲
( ​ f (x)) ×

x→۲
lim g (۲)′fx = ۲۲۳

( f (x)) ×
x→۲
lim g (۲) =′ ۲ × ​ =۳ ۲ ​۳


